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Partie I
1. (a) Soient f et g deux éléments de C*°(D) et (x,y) € D,ona:
9(f9) 9(f9)

T(f9)(x,y) = z—— o (z, y)+yTy( z,y)

- 2 (gf(:v y)g(z,y) + f(z, y)?( )) +y <g§(w,y)g(:ﬂ,y) +f(x’y)ggg/(x’y)>

= :cgii(w,y) + ygi(fﬁ, y)> 9(z,y) + <$§i(% y)+ ygz@c’y)) f@y).

Ainsi T(fg) = gT(f) + fT(g).
(b) Soit f un élément de C*°(D) et (z,y) € D.On a:

of of , Or of ot

%(xuy) = aT’(T t)ax( )y)+a(’r’t)aix(xay)
B x af y Of
\/WE( ) ) ﬁg(ﬁt)
De méme, on obtient :
of of, . or of

N ar" x@
D’ou:
_ x2 af y 8]? y? 8f Y 3f
0
= ra—i(r t).
(c) Si F est différentiable en un point a, on note J ; (a) la matrice jacobienne de F' en a. On sait que pour (z,y € D,
ona:
JLpof(xay) = Jgo(f(may)) XJf(xay)
, 0 0
= S0 (G e
0 , 0
~ (YU G FeGen).
D’ou :

T(po f)(z,y) = wa(g;ﬁ(% y) + ya(%; /) (z,y)

— S g )+ e G )
' (f(z,y)Tf(2,y)

Ainsi, T(po f) = (¢’ o f) Tf.



2. Ftude de Ny.
(a) Pour tout (z,y) € D,ona:

ot ot B —y 1y
Tty) = 25 (@y) +yg (1.9) =2 (ggg) +y <x> =0.
DouTt =0

(b) Soit p € COO.(Ri), ona:
T(pot) = (¢ ot)Tt =0.

DouT(pot)=0.

(c) Soit f € Ny, alors Tf(z,y) = 0 pour tout (z,y) € D. Mais Tf(z,y) = rgf(r, t) = 0, donc f = o(t) olt  est
r

une fonction de classe C! sur |0, +-00[ d’une seule variable. Ainsi f(z,y) = flrt) = (g) donc la solution
x
générale de Tf = 0 est de la forme (z,y) — ¢ (Q) ou ¢ est de classe C* sur |0, +oo|.
x

3. Ftude de N;.
(a) Pour tout (z,y) € D,ona:

or or —x —x
Tr(z,y) = 35%(9579) +3/8*y($:1/) = (\/W) +y (\/W) =7r(2,y).

DouTr = 1.
(b) Soit ¢ € C*(R’ ), ona:
T(por)= (¢ or)Tr= (g or)r

kouk e 7, on obtient :

En particulier si p(u) = u
T(rk) = (or)r= krF=lr = krk.

(c) Soit f € C°(R) tel que 7' f € Ny, donc il existe ¢ de classes C* sur |0, +-o0[ tel que 7L f(z,9) = ¢ (%)
pour tout (z,y) € D, donc f(x,y) = r(z,y)p (%) =r(z,y)pot(x,y). Ainsi, f =r (pot).
Inversement, si f est la forme précédente, on a :
Tlr(pot)]=rT(pot)+ (pot)Tr=(pot)Tr=r(pot).
Donc 7 (¢ o t) € Ni. D’ou I’équivalence :
f €Ny <:>r_1f€N0.

En conséquence les fonctions de Ny sont de la forme (z,y) — r(x,y)¢ (g) ou ¢ est une fonction de classe
x

C sur |0, +o0o[ d’une seule variable.
4. FEtude de N,,.
(a) Soit k € Z et f € C*®°(R) telle que 7 *f € No, donc il existe une fonction ¢ de classe C* sur |0, +o0] tel que

(@) = ¢ (L), done f(a,y) = (@) (2) = r(,y) e o ta,y) ouencore f = 1" (p o).
T T
Inversement, si f est la forme précédente, on a :

T [rk ((pot)} =" T(pot)+ (pot)Trk = (pot) TrF = krF (pot).
Donc ¥ (p o t) € Nj,. D’ott 'équivalence :
feN, < rFfeNy.

En conséquence les fonctions de Ny, sont de la forme (z,7) — r*(z, y)¢ (E) ou ¢ est une fonction de classe
x

C sur |0, +o0o[ d’une seule variable.



(b) Soit v un nombre complexe, pour tout (z,y) € D,on a:

ealnr ealnr
T(r)(z,y) = :ca(ax)(%y)wa(ay)(w,y)

Olnr
—(z.y)e

= ax alnr

alnr(

) +ayg (@)
T, ay—(z,y)e
) yay Y
= arf(z,y)
D’ou T(r?) = ar®.
Comme précédemment les éléments de N, sont de la forme (z,y) — r%(x, y)¢ (Q) ou ¢ est une fonction de
T

classe C* sur |0, +-00[ d’une seule variable..

Partie II

Dans cette partie, on suppose donnés deux nombres complexes « et 3, une fonction g non nulle élément de Ng et une
fonction g élément de C*°(R" ). On se propose de résoudre I'équation d’inconnue f, élément de C*°(D) :

Tf —af = gpo(r).

1. On suppose d’abord ¢g = 1, ’équation devenant alors :

(1) Tf-af=g.
(@) Soit \ € Cet f = Ag,onag=Tf—af = ANTg—ag) = A8 —a)g, et comme g est non nulle et o # 3, alors
A= T Ainsi la fonction fy = Bla g est une solution particuliére de (1).
f solution de (1) si, et seulement si, f — fo € N,. Donc les solutions de (1) sont de la forme (z,y) —

1
5 ag(:c, y) +r(x,y)p <%> ou ¢ est de classe C* sur |0, +00].
(b) Soit ¢ est une fonction de C*°(R%.) et f = ¢(r)g, ona:

Tf—af = gTe(r)+¢(r)Tg — ap(r)g
= g¢'(r)Tr + ap(r)g — ap(r)g
= 1¢'(r)g.

1
Donc f est solution de (1) si, et seulement si, r¢’'(r) = 1 ou encore ¢'(r) = —. Donc il suffit de prendre par
T

exemple p(r) = Inr.
Donc la solution générale de (1) est de la forme f = glnr + r%p ot ou p est de classe C* sur |0, +-00].

2, .2
7+ Yyt -y - . s s 15 -
2. 0O Y) = fie facil t Tg; = 0,d € Np. Donc d I’étud -
e On pose g1 (z,y) Z1 o T oy on vérifie facilement que Tg; 2 2onc g 0- Donc d’apres I’étude précé
0 0 -
dente la solution générale de xa—i(l‘, y) + yai(x, y) — flz,y) = W, qui s’écrit Tf — f = g1, estde la
forme f = —g1 + r(p ot) ot p est de classe C* sur |0, +o0o[ (iciav =1et 5 =0).
2, .2
x + y - a:‘y ’ : . bl by 57
) YY) = 5, fi Tgy — 292 = 0,d € Nj. Donc d I’étud
e On pose g2(z,y) i Ty on vérifie aussi que Tgo 92 2 ;)nc g 9. Donc d’aprés I'étude
0 0 -
précédente la solution générale de xa—f(:v, Y) +y8—f(x, y)—2f(z,y) = (z° + yj(x y) ,quis'écrit Tf —2f = go,
€x Y rry

est de la forme f = gy In7 + 72(p o t) ol1 ¢ est de classe C™ sur |0, +-00[ (icia = 3 = 2).
3. Soit g est un élément de Ng.
(a) Cherchons une condition sur ¢ pour que ¢(r)g soit une solution de (2). On a:

T(p(r)g) —ap(r)g = (r)Tg+ gTyq) — ap(r)g
Be(r)g + g¢' (r)r — ap(r)g
= (B—a)p(r)g+r¢(r)g

= [(B=a)p(r)+1¢'(r)] g



Donc ¢ solution de Iéquation différentielle 3y’ + (8 — o)y = @o. La méthode de la variation de la constante
montre que (1) = 7 /rﬁ_o‘_lcpo(r)dr.

Soit fo une solution particuliére de (2), donc f solution de (2) si, et seulement si, f — fp solutionde Tf —a f = 0,
c’est-a-dire f — fy € N,, donc f est de la forme fo + r® (@ o t) ot ¢ est de classe C* sur |0, +00].

1 (Inr)?
(b) Icip(r / BT 4 = (In 7“) + A ou A est une constante arbitraire. Donc les solutions de 'équation Tf —a f =

(In 7“)2
2

g1nr sont de la forme

g+r¥(pot).

Partie III

1. T>f = 0 & Tf € Ny, donc il existe une fonction ¢; de classe C* sur |0, +oo[ tel que Tf = ¢y o t. Comme
T(p1 ot) = 0, alors d’apres la question II 1.b), I’équation Tf = ¢ o t admet une solution particuliére de la forme
(p10t)Inr (ici v = B = 0), donc la solution générale de T2 f = 0 s’écrit sous la forme f = (p1 o t)Inr 4+ @y ot
ou o est de classe C™ sur |0, +-00].

2. Cherchons d’abord un solution particuliére fy de T2f = g. Donc T f; est solution particuliére de Th = g, on peut
1
prendre T fy sous la forme Tfy = glnr (« = 8 = 0). Donc on peut prendre fj est de la forme 5 (In r)2 g.

AinsiT’f =g & T2(f — fo) = 0, donc d’aprés la premiere question de cette partie f — fo = In7 (1 o t) + g o't.
D’ou la solution générale de T2f = g :

(Inr)?g+Inr (g ot) +pgot.

[\DM—t

f=

3. Pf=0&Tu=000u=TfetTu=0doncu =g otet f =
©1, P2, @3 sont de classe C™ sur |0, +o0|.

(Inr)? (prot) +Inr(paot) + 3ot ol

| =

n—1

Supposons que la solution générale de T" f = (n € N*)est delaforme f,, = Z ;' (In7)* (¢r 0 t) oW @0, P15 - Pt
sont de classe C* sur ]0, +00[. On a =
n—1 1 n—1 1 n—1
Tf, = Z k!T [(ln ) (o o t)} = HT [(ln T)k] (prot)+ Z (In7)* T(¢pp o t).
k=0 k=0 k=0
Or
T(nr)* = InrT(nr) 7 + (Inr)* 1 T(nr)

= (Inr)’T(nr)* 2 + Inr x Inr*2T(In)r + (Inr)**
= (In7)?T(Inr)*2 4+ 2(Inr)*2

On conclut par récurrence que T(In7)* = k (In 1 ot Tf, = f._1 puis par récurrence T" 1 f, = ¢ o t et
donc T" f,, = 0. D’our:

n—1
T"f = 0 < il existe des fonctions (g, @1, ..., ¢n_1 de classe C! sur D telles que f = Z o (In r)k (prot).
k=0 """

Partie IV

1. Si(T—al)o(T—pI)f = 0alorsTf—5f € Ny, donc Tf—5f = r*pot. Comme T(r“pot) = r*T(pot)+T(r*)pot =
ar®pot,doncr®pot € N,. Dou:

lnvixragpot—i—ragoot sia=p
f= repot+rlpot sia#p
b —«



2. f solution de (T — aI) o (T — BI) f = g si, et seulement si, h = (T — o) f solution de (T — al)h = g. D’our :

¥«

1
h_{g—l—r”‘gpot si o #
glnr—l—rﬂgoot si v =7y

3. L’équation d’inconnue f € C*(D):

2 2 2
vw,y) €D, 22 @) + 2 @y 120y 2T (0 y) = kf(ary)

Ox? Ay 0x0y
1+v1+44k
est équivalente a T f — Tf — kf = 0. Cette derniére équation s’écrit (T — ad) o (T — fI) = 0ot = %
1—+vV1+4k
et = % Donc d’apreés la question 1. de cette partie,

—1
Inr xr®pot+r% ot si k=—,

¥ ¥ 4

f= 1 . 5 |
r%ot+rfpot si k#—.

8-« 4




