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Partie I
1. (a) Soient f et g deux éléments de C∞(D) et (x, y) ∈ D, on a :

T(fg)(x, y) = x
∂(fg)

∂x
(x, y) + y

∂(fg)

∂y
(x, y)

= x

(
∂f

∂x
(x, y)g(x, y) + f(x, y)

∂g

∂x
(x, y)

)
+ y

(
∂f

∂y
(x, y)g(x, y) + f(x, y)

∂g

∂y
(x, y)

)
=

(
x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y)

)
g(x, y) +

(
x
∂g

∂x
(x, y) + y

∂g

∂y
(x, y)

)
f(x, y).

Ainsi T(fg) = gT(f) + fT(g).
(b) Soit f un élément de C∞(D) et (x, y) ∈ D. On a :

∂f

∂x
(x, y) =

∂f̃

∂r
(r, t)

∂r

∂x
(x, y) +

∂f̃

∂t
(r, t)

∂t

∂x
(x, y)

=
x√

x2 + y2
∂f̃

∂r
(r, t)− y

x2
∂f̃

∂t
(r, t).

De même, on obtient :

∂f

∂y
(x, y) =

∂f̃

∂t
(r, t)

∂r

∂y
(x, y) +

∂f̃

∂t
(r, t)

∂t

∂y
(x, y)

=
y√

x2 + y2
∂f̃

∂r
(r, t) +

1

x

∂f̃

∂t
(r, t).

D’où :

T(f)(x, y) =
x2√
x2 + y2

∂f̃

∂r
(r, t)− y

x

∂f̃

∂t
(r, t) +

y2√
x2 + y2

∂f̃

∂r
(r, t) +

y

x

∂f̃

∂t
(r, t)

= r
∂f̃

∂r
(r, t).

(c) Si F est di�érentiable en un point a, on note Jf (a) la matrice jacobienne de F en a. On sait que pour (x, y ∈ D,
on a :

Jϕ◦f (x, y) = Jϕ(f(x, y))× Jf (x, y)

= ϕ′(f(x, y))

(
∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

)
=

(
ϕ′(f(x, y))

∂f

∂x
(x, y) ϕ′(f(x, y))

∂f

∂y
(x, y)

)
.

D’où :

T(ϕ ◦ f)(x, y) = x
∂(ϕ ◦ f)
∂x

(x, y) + y
∂(ϕ ◦ f)
∂y

(x, y)

= xϕ′(f(x, y)
∂f

∂x
(x, y) + yϕ′(f(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

= ϕ′(f(x, y))Tf(x, y)

Ainsi, T(ϕ ◦ f) =
(
ϕ′ ◦ f

)
Tf .
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2. Étude de N0.
(a) Pour tout (x, y) ∈ D, on a :

Tt(x, y) = x
∂t

∂x
(x, y) + y

∂t

∂y
(x, y) = x

(
−y
x2

)
+ y

(
1

x

)
= 0.

D’où Tt = 0.
(b) Soit ϕ ∈ C∞(R∗+), on a :

T(ϕ ◦ t) = (ϕ′ ◦ t)Tt = 0.

D’où T(ϕ ◦ t) = 0.

(c) Soit f ∈ N0, alors Tf(x, y) = 0 pour tout (x, y) ∈ D. Mais Tf(x, y) = r
∂f̃

∂r
(r, t) = 0, donc f̃ = ϕ(t) où ϕ est

une fonction de classe C1 sur ]0,+∞[ d’une seule variable. Ainsi f(x, y) = f̃(r, t) = ϕ
(y
x

)
, donc la solution

générale de Tf = 0 est de la forme (x, y) 7→ ϕ
(y
x

)
où ϕ est de classe C∞ sur ]0,+∞[.

3. Étude de N1.
(a) Pour tout (x, y) ∈ D, on a :

Tr(x, y) = x
∂r

∂x
(x, y) + y

∂r

∂y
(x, y) = x

(
−x√
x2 + y2

)
+ y

(
−x√
x2 + y2

)
= r(x, y).

D’où Tr = r.
(b) Soit ϕ ∈ C∞(R∗+), on a :

T(ϕ ◦ r) =
(
ϕ′ ◦ r

)
Tr =

(
ϕ′ ◦ r

)
r.

En particulier si ϕ(u) = uk où k ∈ Z, on obtient :

T(rk) =
(
ϕ′ ◦ r

)
r = krk−1r = krk.

(c) Soit f ∈ C∞(R) tel que r−1f ∈ N0, donc il existe ϕ de classes C∞ sur ]0,+∞[ tel que r−1f(x, y) = ϕ
(y
x

)
pour tout (x, y) ∈ D, donc f(x, y) = r(x, y)ϕ

(y
x

)
= r(x, y)ϕ ◦ t(x, y). Ainsi, f = r (ϕ ◦ t).

Inversement, si f est la forme précédente, on a :

T [r (ϕ ◦ t)] = rT(ϕ ◦ t) + (ϕ ◦ t)Tr = (ϕ ◦ t)Tr = r (ϕ ◦ t) .

Donc r (ϕ ◦ t) ∈ N1. D’où l’équivalence :

f ∈ N1 ⇐⇒ r−1f ∈ N0.

En conséquence les fonctions de N1 sont de la forme (x, y) 7→ r(x, y)ϕ
(y
x

)
où ϕ est une fonction de classe

C∞ sur ]0,+∞[ d’une seule variable.
4. Étude de Nα.

(a) Soit k ∈ Z et f ∈ C∞(R) telle que r−kf ∈ N0, donc il existe une fonction ϕ de classe C∞ sur ]0,+∞[ tel que
r−kf(x, y) = ϕ

(y
x

)
, donc f(x, y) = rk(x, y)ϕ

(y
x

)
= r(x, y)kϕ ◦ t(x, y) ou encore f = rk (ϕ ◦ t).

Inversement, si f est la forme précédente, on a :

T
[
rk (ϕ ◦ t)

]
= rkT(ϕ ◦ t) + (ϕ ◦ t)Trk = (ϕ ◦ t)Trk = krk (ϕ ◦ t) .

Donc rk (ϕ ◦ t) ∈ Nk. D’où l’équivalence :

f ∈ Nk ⇐⇒ r−kf ∈ N0.

En conséquence les fonctions de Nk sont de la forme (x, y) 7→ rk(x, y)ϕ
(y
x

)
où ϕ est une fonction de classe

C∞ sur ]0,+∞[ d’une seule variable.
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(b) Soit α un nombre complexe, pour tout (x, y) ∈ D, on a :

T(rα)(x, y) = x
∂(eα ln r)

∂x
(x, y) + y

∂(eα ln r)

∂y
(x, y)

= αx
∂ ln r

∂x
(x, y)eα ln r(x, y) + αy

∂r

∂y
(x, y)eα ln r

= αrα(x, y)

D’où T(rα) = αrα.
Comme précédemment les éléments de Nα sont de la forme (x, y) 7→ rα(x, y)ϕ

(y
x

)
où ϕ est une fonction de

classe C∞ sur ]0,+∞[ d’une seule variable..

Partie II
Dans cette partie, on suppose donnés deux nombres complexes α et β, une fonction g non nulle élément de Nβ et une
fonction ϕ0 élément de C∞(R∗+). On se propose de résoudre l’équation d’inconnue f , élément de C∞(D) :

Tf − αf = gϕ0(r).

1. On suppose d’abord ϕ0 = 1, l’équation devenant alors :

(1) Tf − αf = g.

(a) Soit λ ∈ C et f = λg, on a g = Tf −αf = λ(Tg−αg) = λ(β−α)g, et comme g est non nulle et α 6= β, alors

λ =
1

β − α
. Ainsi la fonction f0 =

1

β − α
g est une solution particulière de (1).

f solution de (1) si, et seulement si, f − f0 ∈ Nα. Donc les solutions de (1) sont de la forme (x, y) 7→
1

β − α
g(x, y) + rα(x, y)ϕ

(y
x

)
où ϕ est de classe C∞ sur ]0,+∞[.

(b) Soit ϕ est une fonction de C∞(R∗+) et f = ϕ(r)g, on a :

Tf − αf = gTϕ(r) + ϕ(r)Tg − αϕ(r)g
= gϕ′(r)Tr + αϕ(r)g − αϕ(r)g
= rϕ′(r)g.

Donc f est solution de (1) si, et seulement si, rϕ′(r) = 1 ou encore ϕ′(r) =
1

r
. Donc il su�t de prendre par

exemple ϕ(r) = ln r.
Donc la solution générale de (1) est de la forme f = g ln r + rαϕ ◦ t où ϕ est de classe C∞ sur ]0,+∞[.

2. • On pose g1(x, y) =
x2 + y2 − xy
x2 + y5 + xy

, on véri�e facilement que Tg1 = 0, donc g ∈ N0. Donc d’après l’étude précé-

dente la solution générale de x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y)− f(x, y) = x2 + y2 − xy

x2 + y5 + xy
, qui s’écrit Tf − f = g1, est de la

forme f = −g1 + r(ϕ ◦ t) où ϕ est de classe C∞ sur ]0,+∞[ ( ici α = 1 et β = 0 ).

• On pose g2(x, y) =
x2 + y2 − xy
x2 + y5 + xy

, on véri�e aussi que Tg2 − 2g2 = 0, donc g ∈ N2. Donc d’après l’étude

précédente la solution générale de x
∂f

∂x
(x, y)+y

∂f

∂y
(x, y)−2f(x, y) = (x2 + y2)(x− y)

x+ y
, qui s’écrit Tf−2f = g2,

est de la forme f = g2 ln r + r2(ϕ ◦ t) où ϕ est de classe C∞ sur ]0,+∞[ ( ici α = β = 2 ).
3. Soit g est un élément de Nβ .

(a) Cherchons une condition sur ϕ pour que ϕ(r)g soit une solution de (2). On a :

T(ϕ(r)g)− αϕ(r)g = ϕ(r)Tg + gTϕ(r) − αϕ(r)g
= βϕ(r)g + gϕ′(r)r − αϕ(r)g
= (β − α)ϕ(r)g + rϕ′(r)g

=
[
(β − α)ϕ(r) + rϕ′(r)

]
g
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Donc ϕ solution de l’équation di�érentielle xy′ + (β − α)y = ϕ0. La méthode de la variation de la constante

montre que ϕ(r) = rα−β
∫
rβ−α−1ϕ0(r)dr.

Soit f0 une solution particulière de (2), donc f solution de (2) si, et seulement si, f−f0 solution deTf−αf = 0,
c’est-à-dire f − f0 ∈ Nα, donc f est de la forme f0 + rα (ϕ ◦ t) où ϕ est de classe C∞ sur ]0,+∞[.

(b) Iciϕ(r) =
∫

ln r

r
dr =

(ln r)2

2
+λ ou λ est une constante arbitraire. Donc les solutions de l’équationTf−αf =

g ln r sont de la forme
(ln r)2

2
g + rα (ϕ ◦ t).

Partie III
1. T2f = 0 ⇔ Tf ∈ N0, donc il existe une fonction ϕ1 de classe C∞ sur ]0,+∞[ tel que Tf = ϕ1 ◦ t. Comme

T(ϕ1 ◦ t) = 0, alors d’après la question II 1.b), l’équation Tf = ϕ1 ◦ t admet une solution particulière de la forme
(ϕ1 ◦ t) ln r ( ici α = β = 0 ), donc la solution générale de T2f = 0 s’écrit sous la forme f = (ϕ1 ◦ t) ln r + ϕ2 ◦ t
où ϕ2 est de classe C∞ sur ]0,+∞[.

2. Cherchons d’abord un solution particulière f0 de T2f = g. Donc Tf0 est solution particulière de Th = g, on peut

prendre Tf0 sous la forme Tf0 = g ln r ( α = β = 0 ). Donc on peut prendre f0 est de la forme
1

2
(ln r)2 g.

Ainsi T2f = g ⇔ T2(f − f0) = 0, donc d’après la première question de cette partie f − f0 = ln r (ϕ1 ◦ t) +ϕ2 ◦ t.
D’où la solution générale de T2f = g :

f =
1

2
(ln r)2 g + ln r (ϕ1 ◦ t) + ϕ2 ◦ t.

3. T3f = 0 ⇔ Tu = 0 où u = T2f et Tu = 0, donc u = ϕ1 ◦ t et f =
1

2
(ln r)2 (ϕ1 ◦ t) + ln r (ϕ2 ◦ t) + ϕ3 ◦ t où

ϕ1, ϕ2, ϕ3 sont de classe C∞ sur ]0,+∞[.

Supposons que la solution générale deTnf = (n ∈ N∗ ) est de la forme fn =

n−1∑
k=0

1

k!
(ln r)k (ϕk ◦ t) oùϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1

sont de classe C∞ sur ]0,+∞[. On a

Tfn =

n−1∑
k=0

1

k!
T
[
(ln r)k (ϕk ◦ t)

]
=

n−1∑
k=0

1

k!
T
[
(ln r)k

]
(ϕk ◦ t) +

n−1∑
k=0

(ln r)k T(ϕk ◦ t).

Or

T(ln r)k = ln rT(ln r)k−1 + (ln r)k−1 T(ln r)

= (ln r)2T(ln r)k−2 + ln r × ln rk−2T(ln)r + (ln r)k−1

= (ln r)2T(ln r)k−2 + 2(ln r)k−2

On conclut par récurrence que T(ln r)k = k (ln r)k−1, d’où Tfn = fn−1 puis par récurrence Tn−1fn = ϕ0 ◦ t et
donc Tnfn = 0. D’où :

Tnf = 0⇔ il existe des fonctions ϕ0, ϕ1, ..., ϕn−1 de classe C1 sur D telles que f =

n−1∑
k=0

1

k!
(ln r)k (ϕk ◦ t) .

Partie IV
1. Si (T−αI)◦(T−βI)f = 0 alorsTf−βf ∈ Nα, doncTf−βf = rαϕ◦t. CommeT(rαϕ◦t) = rαT(ϕ◦t)+T(rα)ϕ◦t =

αrαϕ ◦ t, donc rαϕ ◦ t ∈ Nα. D’où :

f =

{
ln r × rαϕ ◦ t+ rαϕ ◦ t si α = β

1

β − α
rαϕ ◦ t+ rβϕ ◦ t si α 6= β
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2. f solution de (T− αI) ◦ (T− βI)f = g si, et seulement si, h = (T− αI)f solution de (T− αI)h = g. D’où :

h =

{ 1

γ − α
g + rαϕ ◦ t si α 6= γ

g ln r + rβϕ ◦ t si α = γ

3. L’équation d’inconnue f ∈ C∞(D) :

∀(x, y) ∈ D, x2
∂2f

∂x2
(x, y) + y2

∂2f

∂y2
(x, y) + 2xy

∂2f

∂x∂y
(x, y) = kf(x, y)

est équivalente à T2f −Tf − kf = 0. Cette dernière équation s’écrit (T−αI) ◦ (T−βI) = 0 où α =
1 +
√
1 + 4k

2

et β =
1−
√
1 + 4k

2
. Donc d’après la question 1. de cette partie,

f =


ln r × rαϕ ◦ t+ rαϕ ◦ t si k =

−1
4
,

1

β − α
rαϕ ◦ t+ rβϕ ◦ t si k 6= −1

4
.
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